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^Concours d'accès au cycle de préparation à l'agrégation de Mathématiques ~ session Juillet 2016^ 


Important 

L'épreuve est constituée de deux exercices et un problème. Le candidat est invité à 
bien mentionner les références complètes de chaque question traitée. 


Les candidats sont tenus à rendre deux copies séparées même si elles sont vierges. 
La première contenant la résolution des deux exercices et la seconde contenant celle 
du problème. Dans chacune des deux copies on Indiquera les références du candidat 
et le nombre d'intercalaires utilisés. 

Il sera tenu compte dans l'appréciation des copies de la rigueur de votre raisonnement, 
de la clarté de la rédaction et du soin apporté à la présentation de votre copie. Le 
candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties précédentes, 
Il veillera toutefois à mentionner la référence du résultat utilisé. 

Si le candidat repère ce qu'il pense être une erreur de l'énoncé, il le signale sur 
sa copie en expliquant les raisons qui l'ont amené à le penser. Ceci ne doit pas 
l'empêcher de finir son épreuve et il a le choix d'adopter les rectifications qu'il 
croit nécessaires ou pas. 


Les calculatrices et tout matériel électronique ainsi que les documents sont interdits 
lors de cette épreuve. 


^ ^ ^ ^ 


Exercice 1 


Soient ê (|0,11,[R) l'espace vectoriel réel des fonctions numériques continues sur [0,1] et 
l'espace vectoriel réel des fonctions numériques bornées sur [0,1], muni de la convergence uniforme 
définie pour tout / g par : 


sup |/(x)|. 

A'€[0,1] 


On désigne par ^ l'espace vectoriel réel des fonctions g : [0,1] —^ IR telles que : 


k{g) := sup 

A:,yG[0,ll,x^y 


g (-y)-g (y) 

x-y 


existe et est finie. 

1. Montrer que si une fonction g est de classe sur [0,1], alors g g et, que 

A;(g)= sup |g'U)|. 

xe[0J] 


/■ 
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■^Épreuve d'analyse et probabilité^ 


2 . Montrer que 8 puis que 5£ 

3 . On pose pour tout g ^ N[g] = k[g)-^\\g\\^. Montrer que N est une norme sur £8. 
On note Tespace £8 muni de la norme N et ^\\ n l’espace ^ muni de la norme || ||oo- 
4. Montrer que l’application identité est continue de dans ^\\ n. 


5 . Soit la suite de fonctions (fn)ft>\ définie par : 


ffi M = { 


X 

1 

n 


1 


si 

0< x< - 


n 


1 

si 

- < X < 1 


n 


(a) Soit n G N*. Montrer que /« g et calculer N(//,). 

(b) Montrer que la suite (/„),,>! ne converge pas dans 88^^, 

(c) L’application identité est elle continue de 88\ n dans 88^ ? 

(d) Les normes N et IMIoo sont elle équivalentes? 


6. Soit la suite de fonctions définies par : 


Vjcg10,1],/?,,(x) = 



(a) Montrer que pour tout n£N*Ji,ie88. 

(b) Montrer que la suite converge vers la fonction h:x^ \/x dans 88\\ n. 

(c) En déduire que 88 n’est pas fermé dans 88. Conclure. 


Exercice 2 


On munit .Un \ (M) de la norme || Iloo. soit ||X||oo = niax U/1, pour tout X = 
’ 1 < /■ < /2 

définit les normes iV, N 2 et sur Mn i^) par : 


Xi \ 

• •• G J8n,\W). On 

J 


n 

NooiA)= max Y la,-,; 

!</<« -i 


N2(/1)= y 
1 


A/(y\) = max \ai j\, 

\<ijsn' ' 


pour toute matrice A = (a/j) g {R). 

On note l'ensemble des racines carrés de : 

Ifi désigne la matrice identité. 

7 . Montrer que Vi4 G {R),\fz g : \\Az\\oo < Nc^(A) ||z|loo* 
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Concours d'accès au cycle de préparation à l'agrégation de 


Mathématiques - session Juillet 2016 


/ 


8. Montrer l'égalité 


NooiA) = 


max 

ze.^„i{U),z7^0 


ll^lloo ■ 


9 . En déduire que A /00 est une norme matricielle c'est-à-dire qu'elle vérifie : 


V4 B e Mn (W, N^^AB) < 


10. Montrer que est une norme matricielle. 

11. N est-elle une norme matricielle ? justifier. 

12. Soit 0 G Mn W inversible. On pose Nq(A) ~ NooiQ~^ AQ) pour tout A e Mn (D^). 


(a) Vérifier que Nq est une norme matricielle sur Mn W. 

(b) Montrer qu'il existe une constante Cq telle que pour tout A e Mn (IR) : 


-^NooiA) < Nq{A) < CçNooiA). 
Cq 


13. Soit P e N, on pose Sp 



(a) Calculer 5^^. 

(b) .^2 est -elle une partie bornée de ? 

(c) ^.,1 est -elle bornée de MniU) pour n > 3? 

(d) Pour cette question, n > 2. Montrer qu'il n'existe pas de norme || || sur MniU), vérifiant pour 
toutes matrices A et B inversibles de MniU) , \\AB\\ > M|| || J5||. 


La suite de l’épreuve est à rédiger séparément ! 


Problème 


Pour X e , on pose 


fM= —- 

JO t 


1-cosr 

e -"Mf 


14. Montrer que / est définie et continue sur [0, -eoo[ et de classe sur 10, -eoo[. 
15 . Déterminer les limites de / et /' en -eoo. 

16. Exprimer sur ]0, +oo[ à l'aide de fonctions usuelles et en déduire que 

Vx > 0, / (x) = In (x) - - ln(x^ + 1) 
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.^Épreuve d'analyse et probabilité^ 


17 . Montrer que /(O) = — et Vx > 0, 


f{x) - xln(x) - ^x\n{x^ + 1) -arctan(x) + ~ 


18. Montrer que W se U, 


1^1 


ttJo 


1 - COS(5f) 

? 


dt 


On considère la suite (w«)^ 7 gn* définie par 


\fn e N*, Un = 


1 - (cos 0" 

Jo 


19. Justifier l’existence de la suite (iifi)n£N* et préciser la monotonie de la sous-suite (uz^JneN^- 

71 

20. Montrer que U\-U 2 = —. 

Dans la suite on considère une suite (Xfi)n£N^ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, 
définies sur un espace probabilisé (n,.ç/,P), à valeurs dans {1,-1} et telles que, pour tout k e N*, 

P[Xk = l) = P{X;, = -l) = ^ 

Pour tout /2 e N*, on pose = Xi -E • -E 

L’espérance d’une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa variance V(Z). 


21. Déterminer la loi de Sn ainsi son espérance et sa variance. 

22. Montrer que |S 2 ,i+ 2 l - \S 2 ti +\I suit la même loi que les Xj^. 

23. Soit S et T deux variables aléatoires réelles finies indépendantes définies sur P). On 
suppose que T et-T ont même loi. Montrer que E{cos(S-e T)) = E(cos(S))E(cos(r)). 


24 . On considère la fonction (pn de U dans U telle que (pnit) = E{cos(Snt)) pour tout réel î. Montrer 
que ipiiit) - (cos pour tout entier n e N* et tout réel t. 

2 

25 . Montrer, pour tout n e N*, EdS/J) - —iin- (ind. on utilisera l’expression intégrale de la valeur absolue 

71 

obtenue à la question 18). En déduire que, pour tout n e N, iizn+i = Uzn+i- 


(Sn 

On se propose de démontrer que la suite — 

V J fi£N 

qu’il existe un événement négligeable ^ es^/ tel que 




converge presque sûrement vers 0, c'est-à-dire 
e 

Sfiioj) 


0 


fl CXD 


Pour tout ^2 e N*, on pose 

Un - 1“ j = |a> e O I 3Â: > /? : 


Ufc [tu) > 


\/k 


26. Montrer que E(S^,) = 3n^ - 2n pour tout n e f 


y 
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